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0.1 Right Homotopy

left homotopyを考えたのだから双対的に right homotopyも考える事ができる。left
homotopyは位相空間の連続写像の homotopicそのままの定義であったが、実は right
homotopyも同じことを言っている。以下、C はモデル圏とする。

Definition 0.1.1

X ∈ C において、X の path objectであるXI とは、

(1, 1) : X
∼−→ XI −→ X ×X

という分解が存在する objectのことである。また、XI −→ X × X が fibrationの
とき、good path object と呼ぶ。さらに、X −→ XI が cofibration(つまり、acyclic
cofibration）であるとき、very good path objectとよぶ。（やっぱり長い）

以下 lemma等はすべて left homotopyを参照にすればすべて解ける。

Remmark 0.1.2

X の very good path objectが存在する。

Lemma 0.1.3

X : fibrantで、XI が good path objectならば、

p0, p1 : XI −→ X

は acyclic fibrationである。

Definition 0.1.4

f, g : A −→ X が right homotopicであるとは、(f, g) : A −→ X ×X に対し、そ

の lift
H : A −→ XI

が存在することである。つまり、p0 ◦H = f , p1 ◦H = g である。このとき、f
r∼ g

とかき、H をその right homotopy と呼ぶ。やはり、XI が good path object のと
き、good right homotopyと呼び。very good path objectのとき、very good right
homotopyと呼ぶ。
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Example 0.1.5

位相空間の圏において、XI = Map(I, X)とおき、

(1, 1) : X
j−→ Map(I, X)

p−→ X ×X

を、j(x) = Cx , p(f) = (f(0), f(1))とおけば、これはX の path objectである。

また位相空間の圏において、f, gが homotopicであることと、f
r∼ g であることは

同値である。

proof)　　 left homotopyのときは当然だったが、right homotopyの場合、f, g :
A −→ X が homotopicなら、その homotopy

H : A× I −→ X

に対し、ad(H) : A −→ Map(I, X)が、(f, g) : A −→ X ×X の liftである。

逆に、f
r∼ gのとき、right homotopyを、

H : A −→ Map(I,X)

とすれば、ad−1(H) : A× I −→ X が f と gの homotopyである。
□

Lemma 0.1.6

f
r∼ g : A −→ X ならば、f と gを繋ぐ good left homotopyが存在する。また、A

が cofibrantのとき、f と gを繋ぐ very good left homotopyが存在する。

Lemma 0.1.7

X : fibrantならば、 r∼は HomC(A,X)における同値関係である。また、それによ
る同値類を πr(A, X)とかく。

Lemma 0.1.8

X : fibrantで、i : A −→ B を acyclic cofibrationとする。このとき、

i∗ : πr(B, X) −→ πr(A,X)

を、[f ] 7→ [f ◦ i]で定義すればこれは同型である。
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Lemma 0.1.9

A : cofibrantならば、

πr(A,X)× πr(X, Y ) −→ πr(A, Y )

を、([f ], [h]) 7→ [h ◦ f ]で定義すればこれが well definedとなる。


